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И З В Е С Т И Я
ТОМСКОГО ОРДЕНА ОКТЯБРЬСКОЙ РЕВОЛЮЦИИ И ОРДЕНА ТРУДОВОГО
КРАСНОГО ЗНАМЕНИ ПОЛИТЕХНИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА им. С. М. КИРОВА
П Р И М Е Н Е Н И Е  Ц Е П Н Ы Х  Д Р О Б Е Й  Д Л Я  В Ы Ч И С Л Е Н И Я  
Э Л Л И П Т И Ч Е С К И Х  И Н Т Е Г Р А Л О В
В. Е. КОРНИЛОВ
(Представлена кафедрой высшей математики)
В этой статье на основе цепных дробей получены приближения эл­
липтических интегралов в виде суммы арктангенсов и дана оценка ос­
таточных членов.
В дальнейшем применяется сокращенная запись
к 2л:2 =  у; ( а ) к —  а ( а  + 1 ) ... ( а  +  к  —  1), (а )0 = 1 .  (1)
1. Относительно четных подходящих дробей следующей степенной 
функции [1]
V  с т . (0>5 — п ) т , .
V = C T l i i U b  + Г г , (у) =  ^ Щ + Г і „ (у):
V  Cm (9 ’^ ~  Лт (  у)т
Ä * 0 - 2  я ) . ;І 
« = 1 , 2 , . . .  . : ( 2 )
докажем теорему.
Т е о р е м а .  Четная подходящая дробь (2) представляется следую­
щей суммой элементарных дробей
J l M -  =  Iу  _ -1 -----« = 1 ,  2, ... (3)
я » (у)
I  4«  j
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Известно [2], что знаменатели подходящих 
дробей (2) имеют связь с полиномами Чебышева первого рода, а имен­
но:
Чіп (у )  ~  Tft (1 2  : у ) —  COS [п arccos  (1 —  2  : у ) ] .  (4 )
Согласно равенству (4) нетрудно вычислить, что
( у ) = П [ 1 - У  Sin2 « = ' 1 , 2 ,  ... (5)
Д ля доказательства тождества (3) пусть 
„ . , /  2w/и — я
Pm =  -  sin
4 л
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тогда
I : n I ;
I +  РіУ I +  ß2y
+
1 : п
л-1
2  C - I - L 5-  L m( _ у )т
т—О (I - 2 « ) m
У  с  i M z C T +  / )
à  ( 1 - 2 / 1 ) +
m
1+РлУ
s Fan (У) 
<72n (У)
(6)
Первый коэффициент числителя p 2n(y)  равен единице, а также сум­
ма п слагаемых, каждое из которых равно 1 : п, равна единице. Ввиду 
равенств (5) и (6) относительно корней многочлена q^n (y) справедли­
вы равенства
-  Cl  + 5--C T i  =  P1 +  • • • +  ß„; C l t i - X
( 1 - 2  n )  ( 1 - 2
=  P i - P niH h p n- m + i ... pn; = 2 ,  I. (7)
На основании равенств (7) вычислим коэффициенты при у т числи­
теля р2п ( у ), при этом в левой части равенства имеем пСп-\  слагаемых, 
получим
— (??*••  Р/я+1 +  * * ' +  ß/i-m+1 * * * ß*) +
П
H (Pl • • • Pm +
П
nCSLi С ( -  1)тC m 
П
т
■ + р п- 
(0,5 — п)т _
т іп- і) =
с “- 1(— i)m
(0,5 — ) 
( 1 - 2  я),
m
(I — 2/г)т  
m  =  I, ..., /г — I;
где правая часть равенства тождественно равна коэффициенту числи­
теля (6) при ÿm, тем самым теорема полностью доказана.
Ввиду равенств (2) и (3) имеем
1 + D n  ( у ) ;  = 1, 2, . . .  ( 8 )(1 — у) 2 = A y
n  Г*m=1 I — у sin:
2ж tn — it
4 n
2. Эллиптический интеграл первого рода [3], стр. 82 (x  =  sin<p, 
к2 < 1 )
F (ср, к) =  Г L  — == Г ■ d X  д  (9)
J  VI K iSln2 ср J  - А-Ѵ \  -  Xi V l
после замены множителя (1— к2х 2)~0’5 подынтегрального выражения 
элементарными дробями (8) и вычисления полученной суммы интегра­
лов приближенно равен следующей сумме арктангенсов:
! л arctg I" I /  1 — к 1 sin2 (
=  1 S  L N  :— 1
П I r i,
2кт  — ж
Vn ) -tg cP +
-  Г  щ
+  p2n(y); ср =  arc s in x , к2 <  1, 1 , 2 , ...; (10)
104
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Эллиптические интегралы второго рода
" 1 / 1  - K 2X2
S  (®, к) =  j  - L = R  d x , ^  =  Sintp (12)
О
и третьего рода
X .
H(cp, h, к) =  (   =  — , X =  Sintp (13)
J ( 1 +  /IX2) V (1 - х 2) ( I - K 2X2) 
о
по аналогии с интегралом (9) могут быть представлены следующими 
суммами арктангенсов: •
E  (ср, к) — 2я ?  —
_ J _ y  arctg K t g t p )  /2 
« f e ,  “m \  4«m=l ”2 \
■h R-zn(y), я  =  Ij 2, (14)
Ж ф  h к)   —  +Jl-L1Iarctg ( F I +  ft •tg cP) ,
Я  ni — Il / l  + f t
_ 1 ±  (I — am) arctg (ctm tg tp)
« À  (ft +  i - ^ ) - ° m
n  =  I, 2, f t >  — I, (15)
где
a C T =  i  —  к 2 s i n 2 (  — ~ ~  j  ;  ^ Д у )  =  j 1 ( 1  ï + L  ,  ( 1 6 )
O
a2/z (y) =  f  r2n (y) dX-    (17)J  (I +  ftx2) I/ I — X2
F'I
г TC
TC ;ч к
2 /
Полные эллиптические интегралы согласно равенств (10) (14) и
(15) приближенно равны следующим суммам:
- J  =  ^  І  1  +  Р2Л « 2). я  =  Ѵ 2 , . . . ;  (18)
I  Zn U x  ат
= ™ -  f  1 1  ctS2 ( 2G  +  ^  <**>■2 \  4я )
я  =  1 , 2 , . . . ;  (19)
it/?2n (— к 2 : ft) it ■£, ( 1 — <4») : <*,н / А  h Л 4 h п<  я 2 : ft) , J L v  (   а»»): а ш
\ 2 ’ ’ J 2^2„ ( - к 2 : А ) У Т Т Л  2 я +  Л +  1 - 4
+  °2П(к2). я  = 1 ,  2, .i.; f t >  — 1. (20)
1 0 5
3. Неравенства
.2 \  n
Я m  >  ( 1 — У +  ~  I > Я^п+2 +  I 1 -----— I ( I — Y +  1 (21 )
,2 \ п
16
справедливы ввиду равенств (2) и (5), а именно:
2 тс/я — тсЯіп (У) = П
т = 1
1 — У +  —  Sin2 
4 An
,2 п
=  1 -  я у  H Ь
24" - 1
>
>  (1 -  У +  У2 : 16)", F <  1.
Аналогично доказывается второе неравенство (21).
На основании неравенств (21), равенства (2) и бесконечного р я ­
да для остаточного члена г2п(У) [4], стр. 21, (1) нетрудно получить 
оценки остаточных членов (11), (16) и (17). Остаточные члены по 
абсолютной величине будут меньше следую щ их выражений (я  = :1 ,  
2, ...; у< 1, x — sin®):
P2 п(У) I <
у-пarctg ( V l  - K 2Ugcp)
24" - + !  - у  : 2 ) ( 1  — у +  у2 :1 6 ) " - 1 V  l - к 2 '
I Rin (У) I <
у2" arcsin x
24" ^ ( 1  - у  : 2 ) ( 1  - у  + у 2 : 16)"- ' ’
(22)
(23)
°:И(У) <
у-п 2*—4"
(I — у  :2) (\ — у  4- у2 : 16)" - i
Aarctg ( /  I +  A-tgcp) 
(h -f- к2) V I +  h
+
к 2 arctg ( V l  — к 2• tg cp) 
(h +  к2) У  1 — к-
, h ф  — к2, >  — 1. (24)
Д ля  я  =  1 — 6, 8 многочлены q2n(y) =  q 2n нетрудно представить 
в виде произведения квадратных трехчленов, а именно:
. у  . у2¢2 = 1-7+ ¢4=1 -  у + W ;+ о - ( • - | _ у + 16
я» —  I 1  —  У +
У2
1 6 - 8 / 2
=  I - F  +
У‘
16 +  8 / 2  /  ’
F i o -  О — F : 2) ( і  — У + У
Яі2 =  f 1 —  У +
F2
8 ) (
I - F  +
2 4 - 8 / 5  J 
Fa
=  M - F  +
Fi
2 4 +  8 ) / 5  J ’
(25)
32 — 16 ]/ 3
=  M - F F
32 + 1 6  І/ З
#16
|2 \ 2
I — F +  8
/ 2
256
F4 I - F  +
F3 \ 2 2 +  / 2
8 256 ] '
Согласно равенств (25) корни отдельных многочленов можно 
представить в виде радикалов.
4. Пусть даны интегралы вида
X
ф
. f  ( I  - K 2X 2) "  , 1 1(х, к, а) =  I — - = Ф  ах,-< > < — ;
Ѵ '  J V i - * 2 2 2
о
AT
(X, А, к, а) =  j
(26)
(I — y y d x
(I + A x 2) У I - X i
, А >  — 1,
106
О <  x <  I , AT2 <  I , — — < а  <  — , (27)
2 2
и, ввиду [1], функция
! ■ W W -  < - » > ■
( | - у ) -  =  - Г  0  2 ,,>- ------------------- + ^ w - W -  +
■у c m д +  і Ь  ( t^ 2nL )
A o  " ( 1 - 2 « ) ,т
п
+  Gn (У) =  У  T +  Gn ( ); (28)
S  1 -
тогда по аналогии с формулами для эллиптических интегралов м ож ­
но получить приближенные формулы для интегралов (26) и (27)
ф  ( х , к ,  а) =  у  ь т I /  — W _  arctg ( W  . tg ср
m=о '  к \ г а т
+
+  РзДу). п  = 1 , 2 , . ' . . ;  л: =  sin (29)
H 1 ( x , h, к, а) =  El *!-— “ -!?,  arctg ( У Т + h  - t g? )  +
+  2  rzî—  \ f  arct^  ( i /  w w l -tgcp) +
L N i K + ham v  \ Г
A  Gn (y)v n ~  1, 2 , . . . ;  /г >  — I, (30)
где на основании равенства (28)
bm =  W l W  5 L2n arcsin (31 )
- a m—  \ЧіпW ) ]d y
L2n arctg ( V  1 -ь h • tg  ср )
y  \ + k
' 4 У ) \ <  2n I  . s r  (32)
В правых частях неравенств (31) и (32), ввиду [4], множитель L 2n 
следующ ий:
у < 0,8. (33,
( 4 - З у ) { п  А  \)п {п)п Ь п (У )Ь п + Л У )
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